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Présentation de I’organisation de I’unité
d’enseignement

Cette unité d’enseignement est organisée sous forme de classe inversée, de la fagon suivante :

Pour chacune des 9 premicres semaines d’enseignement (de la semaine 2 a la semaine 10)

1) Elle commence par un travail personnel
e Visionner 4 vidéos sur la vidéotheque
* 2 présentations de la semaine n
* 2 démonstrations de la semaine n — 1.
e Lire le chapitre du poly de la semaine n
e Apprendre la démonstration de la semaine n — 1 de son groupe (A ou B) et travailler la démonstration a
critiquer.
2) Elle se poursuit par un travail en CM
e 30 minutes : 2 démonstrations sur le cours de la semaine précédente sous forme de jeu de rdle : voir plus bas
e 45 minutes : Présentation du cours de la semaine n par I’enseignant, questions des étudiants sur le cours.
e 15 minutes : Remémoration - Evaluation
3) Elle se continue par un travail classique de résolution d’exercices en TD
e On cherche les exercices durant la séance.
e On pose des questions a I’enseignant.

La classe est coupée en deux groupes A et B, chaque semaine avant 1’amphi les étudiants du groupe A préparent
une démonstration D 4 de la semaine n — 1 et des questions sur la démonstration Dp, quant aux étudiants du groupe
B ils préparent la démonstration Dp et des questions sur la démonstration D 4.

Lors du cours en amphi un étudiant du groupe A vient présenter la démonstration D 4. Un étudiant du groupe B
lui pose des questions sur la preuve, lui permet de mettre en lumiere les points délicats, le critique avec bienveillance.
Il a préparé des questions a I’écrit sur la preuve Dp.

Lorsque la démonstration D 4 est terminée, on recommence avec 2 autres étudiants pour la démonstration Dp.

Trois devoirs maison de recherche d’exemples sont a rendre en TD. Les énoncés des exemples a trouver se trouvent
dans le poly de cours au fur et a mesure des définitions et propositions. N’ hésitez pas a faire des dessins pour présenter
vos exemples, il n’est pas demandé de justification rigoureuse que vos exemples répondent a la question, en revanche il
faut faire sentir au correcteur que vous avez compris pourquoi I’exemple fonctionne. Il y aura a I’examen des exemples
d’objets mathématiques a donner.

L’évaluation de CC de cette UE est constituée de quatre éléments :

Note de remémoration et d’évaluation de fin d’amphi.

Note d’oral des démonstrations D 4 et Dp.

Note d’oral sur les critiques bienveillantes des démonstrations D 4 et Dp.
CC de TD.

Un examen en fin de semestre (E) avec au moins un exercice de recherche d’exemples d’objets mathématiques :
travail préparé en DM.

La note de I'UE est calculée de la fagon suivante max((2E + CC)/3;0.9E + 0.1CC).



1. RAPPELS SUR LES SUITES DE REELS A Mizrahi

1 Rappels sur les suites de réels

On rappelle une propriété de I’ensemble des réels : toutes partie non vide majorée A possede une borne supérieure
c’est a dire un plus petit majorant.

Définition 1.1 1) On dit qu’une suite de réels (u, ),y converge vers un réel [ lorsque :
Ve >0,INeN,VneN, (n>=N = |u, —1] <¢)

2) On dit qu’une suite (uy,),, oy converge lorsqu’il existe [ € R tel que (uy,),,c converge vers
H M@igdbm&mdé%«m@mdemd/mmnéﬂe

Proposition 1.1 Toute partie non vide majorée A de R posséde une borne supérieure, c’est-a-dire un plus petit majo-
rant. Autrement dit I’ensemble des majorants de A posseéde un plus petit élément que 1’on appelle la borne supérieure
de A et que I’on note sup A.

Proposition 1.2 Toute suite croissante majorée converge vers la borne supérieure de I’ensemble

A ={u, € R/n € N}

N° 1: Donner un exemple de suite réelle qui n’est pas majorée et qui n’est
pas monotone.

‘o Recherche d’exemples pour
la semaine du 3 février

1.1 Suites extraites

Définition 1.2 Soit (u,,) une suite de réels, on appelle suite extraite ou sous-suite de (uy ), une suite (v,) telle qu’il
existe  : N — N strictement croissante telle que pour tout entier 7, vy, = (). On appelle parfois une telle fonction
(p une extractrice.

H vidéo 4.52;@15,@4"@-% d'ume sous auvike neelle.

N Recherche d’exemples pour | N° 2: Donner un exemple de suite réelle non bornée et qui possede une sous

la semaine du 3 février suite qui converge vers 2.

Proposition 1.3 Soit (u,,) une suite de réels qui tend vers [ alors toute sous-suite de (u,,) tend vers .
H vidéo 24 (@4) ?oub suike dume auike L‘,@fw@'%efr&e

Proposition 1.4 Toute sous-suite d’une sous-suite d’une suite (u,,) est une sous-suite de (uy,).

Preuve : La composée de deux fonctions strictement croissantes est strictement croissante.

Proposition 1.5 Toute suite de réels posséde une sous suite monotone.

H widéo 2.2 <$B>C€mtewmederée&wgmww¢emmm
Preuve : Soit (u,,) une suite de réels, montrons qu’elle posséde une sous suite monotone.
On dit qu’un entier n a "vue sur la mer" si : Vp > n, x,, > x,. (On peut visualiser cela par x,, la hauteur de n, et n a "vue sur la

AN

mer" si il est est plus haut que tous les entiers qui viennent apres lui). On dit que n a "la vue bouchée" si: Ip > n,x, > . (11
existe un entier p supérieur a n et situé plus haut que lui). Il y a deux cas :

1) Ou bien il y a une infinité d’entiers I ayant vue sur la mer. Dans ce cas, en prenant pour ¢ une fonction croissante a valeur
dans 1, la suite (x,,(,,)) est décroissante.

2) Ou bien il n’y a qu’un nombre fini d’entiers ayant vue sur la mer. On se place au-dela de ce nombre fini, tous les termes
ont la vue bouchée. On en choisit un d’indice ny. Il existe un indice n; > po tel que x,,, > x,, puis ny > n; tel que x,,, > Ty,
etc... On construit ainsi par récurrence une sous-suite croissante.

Dans les deux cas nous avons trouvé une sous suite de (x,,) qui est monotone.

‘o Recherche d’exemples pour | N° 3: Donner un exemple de suite réelle (u,,) telle que les entiers pairs ont
la semaine du 3 février vu sur la mer et les entiers impaires ont la vue bouchée.
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2. ESPACE VECTORIEL NORME A Mizrahi

Théoreéme 1.1 Toute suite bornée de réels posséde une sous suite convergente.

Preuve : Soit (u,) une suite bornée de réels, d’apres la proposition précédente elle posseéde une sous suite monotone (z,(,)),
comme cette sous suite est monotone et bornée elle est convergente. Si pour tout n € N, a < u,, < b alors pour tout n € N,
a < Ugp(y) < betlalimite de (uy(y,)) est dans [a, b].

Définition 1.3 Soient (u,,), une suite de réels, et a € R.
On dit que a est une valeur d’adhérence de (uy,),, .y lorsqu’il existe une sous suite de (u,) qui converge vers a.

@AmdeQamﬁ\ei%

2 Espace vectoriel normé

2.1 Norme

Définition 2.1 On appelle norme sur un espace vectoriel E toute application N : E — R telle que
HVAeR,Vz € E, N(\x)=|\N(z)
(i)Vee B, N(@x)=0=2=0
(iii) V(z,y) € E*, N(z +y) < N(z) + N(y).

Définition 2.2 Soit (F, ||-||) un espace vectoriel normé ; on appelle distance associée a ||.|| I'application d : £ — R
définie par : V(x,y) € E?,  d(z,y) = ||z — ]|

N° 4: Donner un exemple de norme N sur R telle que pour tout réel x non
nul on ait N(z) > |z|.

e Recherche d’exemples pour
la semaine du 3 février

Proposition 2.1 Soient (£, || - ||) un espace vectoriel normé et d la distance associée a ||.||

Ona:

D V(z,y) € B>, d(y,z) = d(z,y)

2) Y(x,y) € B?, (d(z,y) =0 <=z =y)

3) V(x,y,2) € B3, d(z,2) <d(z,y) + d(y,2)

4) V(x,y) € E2VAER, d(A\z, \y) = |\d(z,y)

5) V(z,y,2) € B3, d(x+z,y+2) =d(z,y).
6) V(z,y) € B, |llz] = Iyl < ll= — y|

Preuve : Les 5 premieres sont immédiates a montrer, pour la dernieére on peut utiliser le 3) pour montrer que
[zl = llz =y +yll < llz =yl + [[yll. on en déduit que [|z|| — [ly|| < [l — y||. de méme pour [[y[| — [|=[|. En effet on remarque
que [l —yl| = [ly — =[|.

2.2 Boules et voisinages dans un espace vectoriel normé

Définition 2.3 Soient a € E,r € R* ; on définit les parties suivantes de F, appelées respectivement boule ouverte,
boule fermée, de centre a et de rayon r :

B(a;r) ={x € E/||x —a| <1}
B(a;r) ={x € E/||lx —a| <7}

Remarque 2.1 Lorsque 1’on change de norme les boules changent, ce qui est une boule pour une norme n’est plus
une boule pour une autre norme.

Définition 2.4 Une partie A de E est dite bornée lorsque :
AC eRy, Ve e A, |z]| <C

Soit X un ensemble, f : X — FE une application; on dit que f est bornée lorsque :
f(X)={y € E/3x € X, f(x) = y} est une partie bornée de E.
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2. ESPACE VECTORIEL NORME A Mizrahi

‘o Recherche d’exemples pour | N° 5: Donner un exemple de fonction f :]0; 1] — R continue telle que f
la semaine du 3 février n’est ni minorée, ni majorée.

Remarque 2.2 Lorsque 1’on change de norme les parties bornées changent; une partie peut étre bornée pour une
norme et non bornée pour une autre norme.

Définition 2.5 Soit deux normes || - ||; et || - |2 sur un méme espace vectoriel E, on dit que || - ||; est équivalente a
|| - |2 lorsqu’il existe deux constantes strictement positives « et 3 telles que :

Ve € B, aflz|i < [lz|lz < Bllzllh

Proposition 2.2 La relation : "étre équivalente” pour les normes sur un espace vectoriel F est une relation d’équiva-
lence :

x) réflexive : || - ||1 est équivalente a || - ||
%) symétrique : si || - ||1 est équivalente a || - ||2 alors || - ||2 est équivalente a || - ||;
x) transitive : si || - ||1 est équivalente a || - [[2 et || - ||2 est équivalente & || - ||3 alors || - ||1 est équivalente a || - ||3

Proposition 2.3 Deux normes équivalentes définissent les mémes parties bornées.

Proposition 2.4 Soientn € N*, A;,... A, des parties bornées de E; | J" ; A; est bornée.

Preuve : SiVx € 4;, |z| < Cjalors Vo € |, A;, ||z|| < max(Cy,Cs, ..., Cy)

Définition 2.6 Soienta € E,V € P(E); ondit que V est un voisinage de a (dans E) lorsqu’il existe r € R tel que
B(a;r) C V.
On note V(a) I’ensemble des voisinages de a (dans E).

N Recherche d’exemples pour | N° 6: Donner un exemple de voisinage dans R? de (0; 0) qui n’est pas borné
la semaine du 3 février et qui ne contient aucun élément de norme 1.

H wvideo 2.4: fbbiom de woisimages ek douverts

Proposition 2.5 Soita € F.
1) VW € Vg(a), a€V
2) YV € Vg(a),VW € P(E), (VCW = W € Vg(a))
3) Vn e N*VV,...,V, € Vg(a), ﬂ?:l Vi € Vi(a).

Ce qui revient a
1) a appartient a tout voisinage de a.
2) si W contient un voisinage de a, W est un voisinage de a.
3) une intersection fini de voisinage de a est un voisinage de a.

Preuve : Aucune difficulté, on prend la définition de voisinage de a. pour la derniére si B(a,r;) C V; alors en posant
r =min(ry,72,...,7,) > 0onabien B(a,r) C i, V;
N° 7: Donner un exemple de voisinage de (1;2) dans R? qui n’est pas un
ouvert de R?

‘o Recherche d’exemples pour
la semaine du 3 février

Définition 2.7 Une partie €2 de F est dite ouverte dans F, (ou €2 est un ouvert de F) lorsque :
Ve € Q,3r >0, B(z,r) CQ
ce qui revient a dire que €2 est un voisinage de chacun de ses points : Vz € Q,Q € Vg(x)

N° 8: Donner un exemple d’une suite de voisinage de 1 dans R notée (W,, ),
dont I’intersection N,y W), n’est pas un voisinage de 1.

‘o Recherche d’exemples pour
la semaine du 3 février

Proposition 2.6 o et E' sont des ouverts de F.
Pour touta € Eetr > 0, B(a,r) estun ouvert de E.

H vidéo 34 (Dp): Bes lloules sunsertes sonk des sunents de &
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2. ESPACE VECTORIEL NORME A Mizrahi

Proposition 2.7 (i) @ et E sont des ouverts de F.
(ii) Pour tout ensemble I et toute famille (€2;),.; d’ouverts de E, | J;; €2; est un ouvert de &/
(iii) Pour tout n de N* et tous ouverts Q1, ..., de E, (), Q; est un ouvert de E.

H widéo 3.2 (@A):%mn@md’wm&gmtmm@&dea
Proposition 2.8 Soit V] et N2 deux normes équivalentes sur un méme espace vectoriel £/, A C FE est un ouvert pour

la norme Vi si et seulement si c’est un ouvert pour la norme No.

Preuve :

@nk&LMWMwQQ%

Définition 2.8 Soit A € P(E).
On appelle intérieur de A, etonnote A = {x € E/3r > 0, B(z,r) C A}
Les éléments de A sont appelées les points intérieurs a A.

H wideo 3.3: dbbion dimtérieun
Proposition 2.9 I’intérieur de A, A est la réunion des parties ouvertes de F incluses dans A :

A= U Q={xe E/3IQ C A Qouvertde E ,x € Q}
Q ouvert de E
QCA

Aestle plus grand (pour I’inclusion) ouvert contenu dans A.
H widéo 41 (@A)Aeatﬁe/r\ﬂubﬁfmmdoww&mw&wdmwA

Proposition 2.10 Pour toutes parties A, B de I/
1) ACA
2) A estouverte si et seulement si A = A.
3) A=A
4) AcB=ACB

‘o Recherche d’exemples pour | N° 9: Donner un exemple dans R? de deux parties A et B

la semaine du 3 février 2 o o
telles que (0;0) e AUB et (0;0) € AUB

2.3 Fermés, adhérence

Définition 2.9 Une partie F' de F est dite fermée dans E (ou un fermé de E) lorsque E'\ F est une partie ouverte de
E.

Exemple 2.1 La boule B(a;7) et la sphere S(a,r) = {x € E/||x — a|| = r} sont des fermés de (E, || - ||).
En effet si ¢ S(a,r),

yeB(aj,

x — al| # r,alors Bz, ‘Hx —all — r‘ N S(a,r) = @, pour le montrer considérons un

o~ all = |) N S(a,7)

e Si|lz—al >ralors ||z —al < [lz —yl|+ ly — al| < [lz —al| = r + 7, absurde.
e Sillz—al <ralors ||y —a| < |ly—z||+ ||z —al| <r— ||z — a|| + ||z — a|| < r, absurde.

N° 10: Donner un exemple dans R? d’une partie P telle que :
@ #PetP # PetP # Pet P #R2

‘B Recherche d’exemples pour
la semaine du 3 février

B vidée 3.4: J(Oobtom dadp\éﬂmce
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3. SUITES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME A Mizrahi

Proposition 2.11 (i) @ et E sont des fermés de F.
(ii) Pour tout ensemble [ et toute famille (F}),.; de fermés de I, (,.; F; est un fermé de .
(iii) Pour tout n de N* et tous fermés F, ..., F, de I, U?:l F}; estun fermé de E.

Définition 2.10 On appelle adhérence de A, etonnote A = {x € E/Vr > 0, B(x,7)N A # @},

Proposition 2.12 A est I’intersection des parties fermées de F qui contiennent A, c’est le plus petit (pour I’inclusion)
fermé qui contient A.

H wideo 4.2 (Dp): 4 eak le plhus pekit fermé qui comtient A

Proposition 2.13 Pour toutes parties A, B de E
) AcA
2) Aest fermée si et seulement si A = A.
3) A=A
4y ACB= ACB

Exercice 1: Montrerque AUB=AUBetANBCANB

Définition 2.11 Une partie A de F est dite dense dans E lorsque A = E.

Proposition 2.14 Soient x € E et A une partie non vide de E'; on définit la distance entre = et A par d(z, A) =
inf{d(x,a) € RT /a € A}, on a alors
dz,A)=0<=1x€ A
Preuve : soit z € A, pour n € N*, il existe z,, € AN B(x, +), donc 0 < d(x, A) < d(z,z,,) < %, en faisant tendre n vers
I’infini on obtient d(z, A) = 0.
Soit z € E tel que d(z, A) = 0, pour n’importe quel € > 0, £ n’est pas un minorant de ’ensemble {d(z,a) € R* /a € A},
donc il existe a € A tel que d(z,a) < € etdonc a € B(z,¢) donc AN B(z,¢) # @, donc a € A.

Pf'mdeflawmmme3=‘:7%’

3 Suites dans un espace vectoriel normé

Soient ( E, || - ||) un espace vectoriel normé, d la distance associée a || - ||
Une suite de £ est une application de N dans F, notée (un ),y (0u (un),,~g, 00 (un),)-

Définition 3.1 1) On dit qu’une suite (uy), .y de E converge vers un élément [ de £ lorsque la suite de réels
(llwn — 1]]),,en converge vers O.
2) On dit qu’une suite (u,),,cy de E converge (dans E) lorsqu’il existe [ € E tel que (uy,),,o converge vers /.
3) On dit qu’une suite (uy, ),y de £ diverge lorsque (uy),, oy Ne converge pas.

Bmd@#i% ?WWWMW%%J@

Remarque 3.1 Ces définitions prolongent les définitions de convergence des suites réelles en prenant pour norme sur
R Ia valeur absolue.

Remarque 3.2 (u,), converge vers [ si et seulement si
Ve>0,ANeN,YneN, (n=>N = |u, —1|| <¢)
De méme (uy,),,cy diverge si et seulement si

n>N

Vi€ E,3e > 0,YN € N,3n € N, {
un —1|| > ¢

CY Tech 8
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3. SUITES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME A Mizrahi

Remarque 3.3 ||u, — || < € est équivalent a u,, € B(l,¢), on en déduit que la suite (u,) converge vers [ ssi pour
toute boule centrée en [, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont dans cette boule.

Proposition 3.1 Si une suite (uy), oy de E converge vers [ et converge vers lo, alors [1 = [5.

Preuve : Sil; # I», on peut considérer les boules B(l1, 3 [|l1 — l2||) et B(l2, 1||l1 — l2||) pour n assez grand, les éléments de
la suite (u,,) devraient se trouver dans leur intersection, qui est vide.
Exercice 2 : Attention une suite peut converger pour une norme et diverger pour une autre norme, mais cela n’arrive
pas pour des normes équivalentes.

‘B Recherche d’exemples pour | N° 11: Donner un exemple (),,) de suite de matrices inversibles de Mo (IR)

la semaine du 10 mars qui converge pour la norme || (Z Z) | = |a|+|b|+

c|+ |d| vers la matrice

. ) , (1 2
non inversible M = (2 4>.

3.1 Propriétés algébriques des suites convergentes

Proposition 3.2 Toute suite convergente est bornée.
Soient (un),cp > (Vn)pen deux suites dans un espace vectoriel normé (E, || - ||) , (An),cy une suite de réels,
LI eE \eR.
Ona:
D un — 1= [lunl| — [|I]]
n—oo n—o0

2) up, — 0<=|luy| — O

Uy, — 1
3) " nsoo }:>un+vn—>l+l’
—

Uy — U n—00
n—oo
Ap, — 0
4) n—00 = Ay, — 0
(vn),, bornée n—00
(An),, bornée
5) Un, n:))O 0 = )\nvn njo 0
An —> A )
n—oo
6) v 1 = A\ Un njo M.
n—oo
R Y Recherche d’exemples pour | N° 12: Donner un exemple d’une suite de complexe qui diverge et dont la

suite des modules converge.

la semaine du 10 mars

Proposition 3.3 Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, z € E, A € P(E). Pour que = € A, il faut et il suffit
qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers .

H wideo 54 (Dp): €N & laide de suites pown gque = € A

Proposition 3.4 Une partie A de (E, || - ||) est fermée si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge dans
(E, |-, asalimite dans A.

H wideo 5.2 (Da): €I & laide de suifes powr quiume pantie de & soik um fenmé

Proposition 3.5 L’adhérence de la boule ouverte {z € E/||x — a|| < r} estla boule fermée {z € E/||z — a| < r}
ce qui justifie 1a notation B(a,r) = {x € E/||x — a|| < r}.

Preuve : Dans cette preuve notons Br = {z € E/|z — a| < r} et B(a,r) I'adhérence de B(a,r).
Soit (z,,) une suite d’éléments de B convergente vers x € E.
Ona |z —all < ||z —anll + [lzn — all < llz =l +7
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient que ||z — a|| < 7, donc & € B, donc Bf est un fermé de E qui contient B(a,r),
donc B(a,r) C Br
réciproquement soit z € B, la suite définie par z,, = a + ;.75 (2 — a) est une suite d’éléments de B(a, ) qui converge vers .
Donc z € B(a,r), donc Bp C B(a,r)

CY Tech 9
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4. FONCTION DEFINIE D’UN EVN A VALEUR DANS UN EVN A Mizrahi

Définition 3.2 ‘Soit une suite (“n).neN de £, on appelle suite extraite de (uy,),, oy toute suite (u@(n))neN oup:N—
N est une fonction strictement croissante.

Proposition 3.6 Soit une suite (uy,),, .y de (E, || -||) si (u,) converge vers un élément [ de F, alors toute suite extraite
de (un),,cy converge aussi vers [.

Exercice 3 : Soient (uy), oy une suite de (E, || - ||), I € E. Pour que (uy), o converge vers [, il faut et il suffit que

(u2n) pen €t (U2n+1),,cy cOnvergent toutes deux vers /.

Définition 3.3 Soient (u,),,c une suite de (£, || - [|) ,eta € E.
On dit que a est une valeur d’adhérence de (u,,),,c lorsqu’il existe une sous suite de (u,,) qui converge vers a.

H vidéo 4.4: Valeuwn d'adhéremce

@mdeawmam\gA%

4 Fonction définie d’un EVN a valeur dans un EVN

Soient (E, ||.|[g), (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés, dg (resp. dr) la distance associée a ||.||g ( resp.

11l 7)-
Soient X € P(E), a€c X,l€F, f:X —F

Définition 4.1 On dit que f admet [ pour limite en a lorsque :
Ve>0,In>0Vee X, |z—als<n=If(x)-llr<e

On note alors lim,_,, f(z) =1

Si X’ est une partie de X, et a € X’ on note f|x: la restriction de f a X’ et lim f(z) = [ pour
T —a

re X'
lim flxr(z) =

r—a

Remarque 4.1 Cette définition prolonge la définition que 1’on a déja vu dans les cas d’une fonction de R dans R.

‘o Recherche d’exemples pour | N° 13: Donner un exemple f : [—1; 1] — R bornée qui n’a pas de limite en
la semaine du 10 mars 0. Puis g : [-1; 1] — R strictement croissante qui n’a pas de limite en 0.

Remarque 4.2 Cette définition est locale dans le sens ou les propositions suivantes sont équivalentes :
e f admet [ pour limite en a

e il existe un voisinage V' de a telle que la restriction de f a V' : f|y, admet [ pour limite en a

e Pour tout voisinage V' de a la restriction de f a V' : f|y admet [ pour limite en a

Proposition 4.1 Si f admet [ et [ comme limites en a, alors [1 = Io.

Proposition 4.2 Si f : X — F admet une limite finie en a(a € X), alors f est bornée au voisinage de a, c’est-a-
dire :

Ir>0,3C e Ry, Vx € X, x € B(a,7) = || f(x)||r < C.

Proposition 4.3 Pour que f : X — F admette [ pour limite en a(a € X), il faut et il suffit que pour toute suite

(tn),cn dans X telle que uy, —2 a,ona f (up) — L.

CY Tech 10
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5. CONTINUITE A Mizrahi

Théoréme 4.1 (Théoréme des gendarmes) Soient X € P(E),a € X, f,g,h: X — R,l € R.
Sj { f et h admettent [ pour limite en a
Ir>0,Vre X, x € Bla,r) = f(z) < g(z) < h(z)
alors g admet | pour limite en a.

Théoréme 4.2 (Composition des limites) Soient E, F', G trois espace vectoriel normé, X € P(E),Y € P(F),a €
X,bey,
f:X—>F,g:Y — Gtellesque f(X) CY,l € G.

. { f admet b pour limite en a

.. , al limi .
g admet I pour limite en b alors g o f admet | pour limite en a

Proposition 4.4 Soient X € P(E),a € X,f,g: X - F,A: X — R, [,I'c¢ F,a € R.
Ona:

D f(z) = L= [f@lle — |l
2) flw) — 0= | f(@)llr — 0

f—1 /
r—ra
r—a
A—0
4) i .. w—a =\g — 0
g bornée au voisinage de a z—a
5 A bornée au voisinage de a N 0
) g—0 (7N
r—a

A= o«
6) r—a =g — ol

5 Continuité
Définition 5.1 Soient X € P(E), f: X — F,a € X.On dit que f est continue en a lorsque
Ve>0,In>0VezeX, [z—allp<n=|f(z)-flol<e
ce qui équivaut a :
Ve >0,9n>0,Vr € X, =z € B(a,n) = f(z) € B(f(a),e)

On dit que f est discontinue en a lorsque f n’est pas continue en a.

H vidéo 5.4: Bien emtre conbimuits et limite dams um VN

‘o Recherche d’exemples pour | N° 14: Donner un exemple de suite de polyndmes (F,) tel que
la semaine du 10 mars deg(P,) = n et (P,) converge vers (1 + X)? pour la norme définie par
llao + a1 X + ... anX"|| = max(|aol,|ail, ..., |an]|)-

Proposition 5.1 Soient X € P(E),f : X — F,a € X. Pour que f soit continue en a, il faut et il suffit que f
admette une limite en a. Dans ce cas cette limite est f(a).

Preuve : C’est juste les définitions de limite et de continuité, pour la continuité la fonction doit étre définie en a. C’est a dire
a € X, ce n’est pas nécessaire pour la limite, il faut juste dans ce cas que a € X.

Proposition 5.2 Si f est continue en a, alors f est bornée au voisinage de a, ¢’est a dire qu’il existe un voisinage de
a sur lequel f est bornée.

Proposition 5.3 Pour que f : X — F soit continue en a (a € X), il faut et il suffit que : pour toute suite (uy,),,cx
dans X telle que u,, — a,ona f (u,) — f(a) (ce qui revient juste a dire que la suite de réels (|| f (un) — f(a)|
n—o0 n—oo

tend vers 0.)

H wideo 64 (Dy): Conbimuite sequentielle
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6. COMPACITE A Mizrahi

Proposition 5.4 Soient X € P(E), f: X — F, A C X,a € A. Si f est continue en q, alors f|, est continue en a.

N° 15: Donner un exemple de fonction discontinue f : [0;1] — [0;1] et
A,BCR, A B # @tellesque AU B = R, et f|4 et f|p sont continues.

RS Recherche d’exemples pour
la semaine du 10 mars

Définition 5.2 Soient X € P(F), f : X — F.Ondit que f est continue (ou : continue sur X ) lorsque f est continue
en tout point de X.
On note C(X, F) (ou C°(X, F)) I'’ensemble des applications continues de X dans F'.

. X R .
Proposition 5.5 La fonction — est continue.
z— [|lz]le
‘s Recherche d’exemples pour | N° 16: Représenter le graphe d’une fonction continue f : R — R telle que

f(=11)) =[0;1]

la semaine du 10 mars

Proposition 5.6 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, f : B —> F. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) f est continue

(ii) L’ image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de F.

(iii) L’image réciproque par f de tout fermé de F’ est un fermé de E.

N° 17: Donner un exemple de fonction f : R — R telle que
F710;1[) = [031]

‘o Recherche d’exemples pour
la semaine du 10 mars

Remarque 5.1 Attention si f n’est définie que sur une partie de F, le résultat est plus compliqué.
B widés 6.2 (@4) (emh/mté ek mnaﬁe nécur\rwque 4 ewvents

Proposition 5.7 1 Soient X € P(E),a € X, f,g: X — F,A: X — R.Ona:

1) Si f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a

2) Si A et f sont continues en a, alors A f est continue en a

3) Si f et g sont continues sur X, alors f + g est continue sur X
4) Si A et f sont continues sur X, alors Af est continue sur X

Proposition 5.8 Soient E, F, G, trois espace vectoriel normé, X € P(E),Y € P(F),f: X — F,g: Y — G
telles que f(X) C Y;onnote go f: X—G, définie par (g o f)(z) = g(f(z)).
f est continue en a

g est continue en f(a)
2) Si f est continue et si g est continue, alors g o f est continue.

1) Soita € X. Si{

, alors g o f est continue en a.

%&%WS%

6 Compacité
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, d la distance associée.

Définition 6.1 Soit X € P(FE). On dit que X est une partie compacte (ou : un compact) de F lorsque toute suite
d’éléments de X admet au moins une valeur d’adhérence dans X.

Exemple 6.1 ]0; 1] n’est pas un compact de R. La suite d’éléments (%) ne possede pas de valeur d’adherence appar-
tenant a |0; 1].

H widéo 6.3;€0égmmmdgmw.

CY Tech 12


https://videos.cyu.fr/permalink/v12664ddabb71l6lojr5/
https://videos.cyu.fr/permalink/v12664e0854168c00zjv/

7. CAS DE LA DIMENSION FINIE. A.Mizrahi

Exemple 6.2 Les segments de R (intervalle de la forme [a; b]) sont des compacts de (R, | - |), c’est une conséquence
du théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Proposition 6.1 Toute partie compacte de E est fermée bornée dans E.

H wideo 74 (Da): Toute panbie compacte de B est forvmée borvmée dams £.

‘B Recherche d’exemples pour | N° 18: Une partie A de R qui est bornée et qui n’est pas compacte, une partie
la semaine du 10 mars B de R qui est fermée dans R et qui n’est pas compacte, une partie C' de R
qui possede un maximum et un minimum mais qui n’est pas un compacte.

Proposition 6.2 Soit K une partie compacte d’un espace vectoriel normé E. On a, pour toute partie X de K :

X fermé de ¥ <= X est un compact

Preuve : Si X est un fermé de E, soit (x,,) une suite d’éléments de X, c’est donc une suite d’éléments de K, elle possede
donc une sous suite (,(y,)) convergente dans K. Or (,(y,)) est une suite convergente d’éléments du fermé X, sa limite appartient
donc a X.

Si X est compact, alors d’apres la proposition précédente X est un fermé de E.

Proposition 6.3 Un compact non vide de R possede un maximum et un minimum.

Preuve : Soit K un compact non vide de (R, | -

), K est majoré car les compacts sont des parties bornées, K posséde donc
une borne supérieure M = sup K € R, pour n € N*, il existe x,, € K tel que x,, > M — %, car M — % n’est pas un majorant
de K, onadonc M — % < @, < M. La suite (z,,) converge donc vers M, comme K est fermé cette limite appartient & K, donc
M e K.

Théoréme 6.1 Soient X € P(E), F un R-espace vectoriel normé, f : X — F une application.

Ona- { X compact

f continue f(X) compact.

Preuve : Soit (y,,) une suite d’éléments de f(K), montrons qu’elle posséde bien une sous-suite convergente. Pour tout 7,
yn € f(K), il existe donc z,, € K tel que y,, = f(x,). Comme K est compact, (z,,) posséde une sous suite convergente dans
K, il existe ¢ strictement croissante telle que la suite (2,(,,)), converge vers un élément [ € K. Or f est continue en [ donc la

suite ( f (%;(n))) converge vers f(I) qui appartient & f(K). La suite (y,(,,))n est donc une sous suite convergente de la suite

(Yn)-
B vidée 7.2 (@B)£'WMWW\EAWWA'MWMWW

Proposition 6.4 Soient X une partie non vide de F et f : X — R une application. Si X est compacte et f continue,
alors f est bornée et atteint ses bornes

PTiJndeQawmaime6%

7 Cas de la dimension finie.
H mdéo7.3:%meocem\4ﬂﬂedlewr\aoeuect@ur£mdmnmwmm%m.
H mf:@‘f.m%mmw@gaemaem.

Lemme 1 Soit (E, ) un espace vectoriel de dimension fini, il existe une norme || - || de £ pour laquelle les compacts
de (E, || - ||) sont les fermés bornés de (E, || - ||oo)-
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7. CAS DE LA DIMENSION FINIE. A.Mizrahi

® OTC)
|z, [

Preuve : Soit (e, es, ..., 4) une base de E, posons || Z?zl x yeees |x@ |) On vérifie que || - ||co
est une norme sur E.
Soit K un ensemble borné et fermé de F, et (u,,) une suite d’éléments de E. Pour chaque n on peut écrire le vecteur u,, dans la

base (e, ez, ...,€4) :

€illoo = max(

d
®
Uy = E x, €
i=1

La suite (m? )n, est une suite de réels, c’est la suite de la premiere coordonnée des u,, dans la base (ey, e, ..., eq). Comme
|x? | < ||#n|loo » cette suite est une suite bornée, on peut donc lui appliquer le théoréme de Bolzano Weierstrass, il existe une
sous suite convergente. Soit 1 une extractrice la suite (9(;901 (n) ) est donc une suite convergente vers un réel /1. La suite (:c?l (n) )n
est une suite bornée de réels elle possede donc une sous suite convergente, soit o une extractrice, la suite (:c?1 ( 94’2(77«)))” est une
suite convergente vers un réel /3, on peut remarquer que (xg( g02(n)))" est une suite qui converge vers [;. Et ainsi de suite avec
chaque suite coordonnées on obtient (xf)l( 020 W(n))“_))n est une suite qui converge vers lg. Pour simplifier I’écriture notons

© = (1 0 g 0...0pg pour tout k compris entre 1 et d la suite (xw(n))n converge vers [, et donc la suite

©) @

/) — 0

\;...;|x@(n) — =2

d
® ©) ® @
lugp(n) = > 17 el = max(|wg, — 1 |; |20 —
i=1

Emd@&’l (@A)gmdmmm%«m,&mteumemmw%quﬂeﬂwmwww

R

Recherche d’exemples pour | N° 19: Une suite bornée de (R[X], N), avec
la semaine du 10 mars N(ap+ a1 X +...a,X") = max(|ao|,|ai],...,|an|). qui ne possede
aucune valeur d’adherence.

Théoreme 7.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes.

Preuve : Soit NV une norme sur E, (ej, ea, ..., e4) une base de F, posons || Z?:I x®ei||OO = max(|gr®|7 |x® L., |x@|),

d’apres le lemme les fermés bornés de (E, || - ||« ) sont des compacts, montrons que N et || - ||, sont équivalentes.
Montrons que N est continue pour (E, || - [|oo)
4 O} O} d O} ©) 4 ® O} d
N(z—y)=N (Z@c ~y >> <3N (@7 =y)e) <Y =y N () < -yl Yo N(er)

i=1 i=1 i=1 =1

Soit S la sphere unité pour la norme || - ||, S = {z € E/||z]lxx = 1}, S est un fermé, borné c’est donc un compact de

(E,]| - |loo), la fonction N étant continue de (F, || - [|oo) dans R, I'image de S par N est un compact de R, il posséde un plus

petit et un plus grand élément, il existe donc a,b € S tels que Vo € S, N(a) < N(z) < N(b), comme a # 0, ona N(a) > 0.

Finalement pour n’importe quel 2 # 0 de £ on a € SdoncVz € S,N(a)||z]lcc < N(z) < N(b)||z|loo, ce qui montre

, el
I’équivalence des normes N et || - || co-

H widéo 8.2 <®B>gmd¢mmm@mx,ﬂaawmwé}uwaﬂamt%
Théoréme 7.2 Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts de (F, || - ||) sont les fermés
bornés de (E, || - ||).

Preuve : Conséquence immédiate du lemme et du théoréme précédents. Soit K un fermé borné de (E, || - ||), d’apres le
lemme il existe une norme N pour laquelle les fermés bornés sont compacts. D’apres le théoreme || - || et IV sont équivalentes
donc K est un fermé borné de (E, N), c¢’est donc un compact de (E, N), comme les normes || - || et N sont équivalentes ¢’est un
compact de (E, || - ||).

‘o Recherche d’exemples pour | N° 20: Une partie F' de I’espace des suites réelles bornées muni de la norme
la semaine du 10 mars l(un)]| = sup |uy|, qui est fermée, bornée et pas compacte.

Définition 7.1 Soit (u,,) une suite d’'un EVN (E, || - ||), on dit que (u,,) est une suite de Cauchy lorsque :
Ve >0,IN e N,Vp,ge N, (p=Netqg> N = [ju, —u4l| <¢)
Proposition 7.1 1) Les suites convergentes sont des suites de Cauchy.

CY Tech 14


https://videos.cyu.fr/permalink/v12664eed3137h02lbmx/
https://videos.cyu.fr/permalink/v12664f48dff4dfmxnmh/

8. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES DE FONCTIONS REELLES A Mizrahi

2) Dans R, les suites de Cauchy sont convergentes.
3) En dimension finie les suites de Cauchy sont convergentes.
4) En dimension finie les séries absolument convergentes (> ||uy,|| converge) sont convergentes.

W@%m?%

8 Convergence uniforme des suites de fonctions réelles
H wideo 8.3: Suites de fomcbions : atkenbion auoc motatioms.

8.1 Convergence simple

Soit D un ensemble. On considére une suite ( f,),,y de fonctions de D dans R. Pour chaque n entier fixé, f;, est
une fonction de D dans R, et f une fonction de D dans R.

Définition 8.1 On dit que la suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers f sur D lorsque pour tout x € D on a

fulz) = f(@).
Autrement dit,
Ve e D, |fo(z)— f(x)] — O.

n—-+oo

Ce qui s’écrit encore

Ve € D,Ve >0,IN e NyVneN, n> N = |f,(z) — f(z)| <e.

‘o Recherche d’exemples pour
la semaine du 30 mars

N° 21: Une suite de fonctions continues f,, : R — R, qui convergent sim-
plement vers la fonction partie entiere sur R.

0,1 —R
x ="
La suite de fonctions ( f,,) converge simplement sur [0; 1] vers la fonction f définie par

fa) = {o size[0,1]

Exemple 8.1 Pour n € N soit la fonction f,, : {

1 siz=1

On remarque que les fonctions f,, sont continues sur [0; 1] mais que leur limite f n’est pas continue sur [0; 1].
Une autre facon de dire cela :
lim lim f,(z) =1# 0= lim lim f,(x)

n—o00 r—1 rz—1n—o0
<l <l

Exemple 8.2 Pour n € N* on considere la fonction

R — R
fn:{x = (1+2%)"

La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R vers la fonction exponentielle.

e Recherche d’exemples pour
la semaine du 30 mars

N° 22: Une suite croissante de fonctions décroissantes qui converge simple-

ment vers la fonction inverse sur R*. (f(z) = 1).

Proposition 8.1 Soit / un intervalle de R et ( f,,),,cx une suite de fonctions de I dans R convergeant simplement vers
une fonction f sur /.
1) SiIest un intervalle symétrique et si f,, est paire (respectivement impaire) pour tout n € N, alors f est paire
(respectivement impaire).
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8. CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES DE FONCTIONS REELLES A Mizrahi

2) Sil =Rets’ilexiste T > 0 tel que f,, est T-périodique pour tout n € N, alors f est T-périodique.
3) Si f,, est croissante (respectivement décroissante) pour tout n € N, alors f est croissante (respectivement
décroissante).

8.2 Convergence uniforme

Soient D un ensemble, (f,,), < une suite de fonctions de D dans R, et f une fonction de D dans R.

Définition 8.2 On dit que la suite de fonctions ( f,,) converge uniformément vers f sur D lorsque

sup | fu(z) = f(z)] — 0.

zED n—4o00

Cela s’écrit aussi

Ve >0,IN e NNVez e E,Vne N, n> N = |fu(z) — f(x)] <e.

HM@SA@WW&WW\@

Remarque 8.1 A comparer avec la définition de la convergence simple
Ve e D,Ve>0,3NeN,VneN, n>N=|f,(z)— f(z)] <e.
Dans un cas le NV dépend du z et du €, dans I’autre cas N ne dépend que de €, c’est le méme N pour tous les x de D.

N Recherche d’exemples pour | N° 23: Une suite de fonctions continues f,, : [—2;2] — R qui converge
la semaine du 30 mars simplement mais pas uniformément sur [—2; 2].

Proposition 8.2 Soient (f,), oy une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f sur un en-
semble D alors la suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers f sur D.

Preuve : Soit x € D (ce z est fixé pour la suite de la preuve), on a
|[fn(z) = f(@)] < sup |fu(t) — f(2)]
teD

orsup|fn(t) — f(t)] — Oetdonc lim f,(z) = f(x).
teD n—-+oo n—oo

Comme cela est vrai pour tout z € D on a bien la convergence simple de la suite de fonction ( f,,) vers f.

‘B Recherche d’exemples pour
la semaine du 30 mars

N° 24: Une suite de fonctions discontinues f,, : R — R qui converge unifor-
mément sur R vers la fonction exponentielle.

8.3 Continuité et convergence uniforme

Théoréme 8.1 Soient D une partie de R et (fy), o une suite de fonctions de D dans R. On suppose que la suite
de fonctions (f,,) converge uniformément sur D vers une fonction f : D — R. Soita € D. Si pour toutn € N la
fonction f,, est continue en a, alors f est continue en a.

B widée 9.9 (@4)£awwwlﬁemcew@®mmemwe)m[2awnhmu¢é

Remarque 8.2 Il s’agit d’un résultat d’interversion de limites, que 1’on peut encore écrire sous la forme dans le cas
de la convergence uniforme :

5 ol fr(@) = B i fale)
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9. CONVERGENCE UNIFORME, INTEGRALE ET DERIVEE A Mizrahi

Preuve : On cherche 4 montrer que sous certaines conditions sur x on a | f (x) — f(a)] petit, pour montrer cela on va chercher
a comparer des termes que I’on sait comparer, a 1’aide de 1’inégalité triangulaire on a :

[f(x) = f(a)| < |f(2) = fu(@)] + [fr(2) = fr(a)] + [fr(a) = f(a)]

Soite > 0.
La convergence uniforme permet d’affirmer qu’il existe N € N tel que pourtousn > Netx € Dona

9
fule) = F@)| <

D’autre part la fonction fy est continue en a, il existe & > 0 tel que pour tout z € D tel que |x — a] < Jona

[fn(z) = fn(a)] <

w| M

Pour z € D tel que |z — a| < 0. On a alors

[f(@) = fla)l < [f(@)—fn(@)] + |fn(@)—fu(e)l + |fv(a) = f(a)l
< $ + s + s
Cela prouve bien que f est continue en a
RN Recherche d’exemples pour | N° 25: Une suite de fonctions (f,) telle que lim lim f,(z) = 2 et

la semaine du 30 mars lim lim f,(x) = 3. r—1n—+o0

n—+oo r—1

Proposition 8.3 Soit D une partie de R, ’application f — ||f||oc = sup{|f(t)| € R/t € D)} est une norme sur
I’espace B(D,R) des fonctions de D dans R bornées. Une suite de fonctions bornées ( f,,) converge uniformément

sur D vers une fonction f si et seulement si la suite de vecteurs ( f,,) converge vers f pour la norme || - ||oo
‘o Recherche d’exemples pour | N° 26: Une suite de fonctions continues qui converge simplement sur R vers
la semaine du 30 mars f,avec f qui tend vers 400 en +oc et pour tout n f,, tend vers —oo en +00.

%@%WS%

9 Convergence uniforme, intégrale et dérivée

9.1 Intégrale de la limite

Théoréme 9.1 Soienta,b € R avec a < b et (fy), oy une suite de fonctions continues sur [a, b]. On suppose que la
suite de fonctions ( f,,) converge uniformément sur |a, b] vers une fonction f. Alors f est continue sur [a, b] et

[ [ rww

Preuve : On sait déja que f est continue, ’intégrale de f sur [a, b] est donc bien définie. On a alors :

x) dx — /ab fn(z) dzx

= (linéarité de I’intégrale)

b
/ (@) - fula)) do

/ |fn(z) — f(z)] dz (propriété de I’intégrale)
/ 1fn = fllo (1a borne supérieure est un majorant)
(b=a)lfn — fllo
— 0
n—-4oo

Remarque 9.1 Attention cela n’est valable que pour les intégrales sur un intervalle [a, b] borné, sinon la derniére
inégalité ne permet pas de conclure.

H wvideo 104 (Ds): Lo comvengemce umifforume et limbegnale sun um segment.
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10. SERIE DE FONCTIONS, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE A Mizrahi

Remarque 9.2 Un théoréme d’intégration trés important : Le théoreme de convergence dominée, vu dans le cours
d’intégration.

A Recherche d’exemples pour | N° 27: Une suite de fonctions ( f,,) qui converge uniformément sur R vers f,
la semaine du 30 mars avec fR t)dt =2et [ f(t)dt = 1.

9.2 Dérivabilité de la limite

Théoréme 9.2 Soient I un intervalle de R et (f,),,c une suite de fonctions de classe C L de I dansR. Si
1) (fn) converge simplement vers une fonction f : I — R
2) (f!) converge uniformément vers une fonction g : I — R.

Alors f estde classe C!, f = g, et (f,,) converge uniformément vers f sur tout segment [a, b] inclus dans I.

Preuve : D’apres le théoréme 8.1, la fonction g est continue. Soit 2o € I. Soit n € N. Comme f,, est de classe C'! on a pour
toutz € 1

) = o) + [ 110 e

Comme (f!) converge uniformément vers g sur le segment [xq, x| ou [z, x|, d’aprés le théoreme 9.1
WO I CL

Cela prouve que

f est donc de classe C', de dérivée g.
Soit [a,b] C I.Pourz € I € Tona

x

(@) — f(z)] = o) dt'

fn IO / f dt - f (‘TO)

Zo

= | fn(xo) — f (20) / () —g(t) ‘

/ 0= 900l et

[fn (o) = f (xo)| + |2 =m0l 1f;, — 9ll
[fn (z0) = f (o) + (0 — a) [Lf, — 9ll

Ce qui montre que (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f.

< | fn (2o) — f (o) +

‘o Recherche d’exemples pour | N° 28: Une suite de fonctions ( f,,) qui converge uniformément sur R vers f,
la semaine du 30 mars une fonction dérivable et pour tout n, f, n’est pas dérivable en 1 eten -1.

B widée 10.9 (g)B)gamvw\ﬁmcekm@@Nmee/tﬂadéfwvahm
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10 Série de fonctions, convergence uniforme et convergence normale

H M@103®WW&WWWQ%W&@MM
Définition 10.1 Soit (f,,), oy une suite de fonctions d’une partie de R, D, dans R. On dit que la série > f»
converge simplement sur D lorsque la suite de fonctions numériques (.S,,) avec S, = > ;_ fi converge simplement

sur D. Dans ce cas on note y_, - fr la fonction qui a = € D associe Y °  fn ().
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10. SERIE DE FONCTIONS, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE A Mizrahi

Exemple 10.1 La série )~ , 2" converge simplement sur ] - 1,1[, et sa somme est

> 1
nz_:own:l—x

En effet, pour tout NV € N la somme partielle Sy est telle que, pour tout x €] — 1, 1],

_1—£L'N+1 1

Sn(z) =

_— .
l1—=z No+4oo 1 —x

‘o Recherche d’exemples pour | N° 29: Une série de fonctions qui converge simplement vers la fonction x +—
la semaine du 30 mars In(l—x)sur]—1;1].

H vidéo 40.4;€mw8@mm@ymmmamd£@ymam

Définition 10.2 Soit (f,,), oy une suite de fonctions d’une partie de R, D, dans R. On dit que la série > f»

converge uniformément sur D lorsque la suite de fonctions (Sy,), avec S, = > ;_, fx converge uniformément sur
D.

Proposition 10.1 La série de fonctions > f,, converge uniformément sur D si et seulement si la suite des restes de
la série converge uniformément vers O sur D.

Preuve : Si la série converge uniformément sur D, il existe une fonction S : D — R telle que la suite de fonctions (S,,)
converge uniformément vers .S sur D, dans ce cas on a bien (.S, — S) qui converge uniformément vers 0.
Réciproquement si les restes sont définis cela suppose que la série est convergente, si I’on note .S,, les sommes partielles, R,, les
restes et S'lasommeona R, =S5 — 5,.

Exemple 10.2 La série ) |y =" ne converge pas uniformément sur | — 1, 1|
En effet, pour tout N € N, et pour tout = €] — 1, 1],

1 —$N+1

Sn(x) — =

1—=x 1—=x

N+1
et sup{‘ 71‘”_;

eR/x €] —1;1[} = 40

Définition 10.3 Soit (f,,), oy une suite de fonctions d’une partie de R, D, dans R. On dit que la série > f»
converge normalement sur D lorsqu’il existe une suite de réels (), telle que :

1) Vn e N,Vz € D, |fn(z)] <

2) La série numérique » | av, converge.

- . . ) 1 oo i oo
Proposition 10.2 Soit (uy,),,cy une suite de réels , si la série ) | °  |u,| converge alors la série ) " u, converge.
Dans ce cas on dit que la série > -7 u,, converge absolument.

Preuve : Posons u;} = max (0, un) et u, = max (0, —un), Str=>"1_0 uz, S, =3 r_ou - Evidement, uz et u;, sont
des réels positifs et u; < |uy| et uy, < |ug|. La série >0 |u,| est convergente, il en est de méme des séries a termes positifs
Yoo gut ety ju,.OnaS, =S —S, lasuite de réels (S,,) converge donc comme différence de deux suites convergentes.
La série >~ u,, converge.

Théoréme 10.1 Soit (f,), oy une suite de fonctions de D une partie de R dans R. Si la série ) fn converge
normalement sur D alors il existe une fonction S : D — R telle que la série de fonctions ) v fn converge
uniformément vers S sur D

Preuve : Soit z € D fixé.
Pour n € N, |f,(z)] < an, et Y a, converge, donc ) |fn(z)| converge. D’apres la proposition précédente > f,(z)
converge. La série de fonctions ) f,, converge donc simplement sur D vers une fonction S.

1Sn = S| = |2 ntnin el < D pcin 1fal < D0pc, 41 s or la série ) oy, étant convergente cette quantité peut étre rendu

inférieure a n’importe quel € quitte a prendre n assez grand (indépendamment de x)

‘o Recherche d’exemples pour | N° 30: Une série de fonctions qui converge uniformément sur I’intervalle
la semaine du 30 mars [—1; 1], et qui ne converge pas normalement sur cet intervalle.
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11. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS A Mizrahi

BmdeQamiO?f%’

11 Systemes différentiels linéaire a coefficients constants

11.1 Cas diagonalisable dans R sans second membre.
11.2 Cas diagonalisable dans R avec second membre.
11.3 Cas diagonalisable dans C sans second membre.

11.4 Cas des équations différentielles linéaires d’ordre 7 a coefficients constants.

W@%mﬂ%

12 Systemes différentiels linéaires : résultats généraux

12.1 Théoreme de Cauchy linéaire

Dans ce paragraphe I est un intervalle de R
A: T — My(R)etB:I— M, (R) sont deux fonctions continues.
On note (5) le systeme d’inconnue X : I — M,, 1(R) dérivable.

X'(t)=A(t)X(t)+ B(t) Vtel
et (.9”) le systtme homogene associé X'(t) = A(t) X (t) Vtel
Proposition 12.1 Les solutions de (S”) forment un sous-espace vectoriel de I’espace des fonctions de I dans M, 1 (R).

Proposition 12.2 Soit X une solution de (S), une fonctions X de I dans M, 1(R) est une solution de (S’) si et
seulement si X + X est une solution de (S).

Théoréme 12.1 (admis) Pourty € I et X € M, 1(R) Ie probléme de Cauchy :

{ X'(t) = A)X () + B(t) Vtel
X (to) = Xo

admet une et une seule solution X sur I’intervalle I.

Proposition 12.3 Les solutions de (.5) forment un sous-espace vectoriel de dimension n de 1’espace des fonctions de
I dans M,, 1 (R), si I’on note S I’espace des solutuons de (S) I’application ¢ : S — M,, 1(R) défini par &(X) =
X (to) est un isomorphisme d’espace vectoriel.

13 Systemes différentiels linéaires a coefficients constants d’ordre 1 sans second
membres en dimension 2, forme des solutions

/
= b
' =ax + by &

Soit a, b, ¢, d € R. Considérons le systeme différentiel linéaire (S) { ,
Yy =cxr+dy

inconnues x,y : R — R.

En notant A = < Z Z > et, pourt € R, X(t) = ( z(t) >, la résolution de (.S) revient celle de 1’équation

y(t)
différentielle linéaire : X' = AX.
Soit A1, A2 les valeurs propres dans C de A. Il y a alors plusieurs cas :
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13. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS D’ORDRE 1 SANS SECOND
MEMBRES EN DIMENSION 2, FORME DES SOLUTIONS A Mizrahi

WV
3

1" cas: A1, A2 € Ret A\ # A2 dans ce cas, A est diagonalisable dans My (R); il existe P € GL2(R) telle que,

sil’on pose D = < )61 )? >, onait A= PDP~!. Notons U = P~1X, on a alors
2

Y

I \
¥
o

X' =AX & X' =pPDP'X
P'X'=pDP'X
(P7'X) =DP'X
U' = DU
{mzhm
Uy = XUy
{ Ui (t) = creMt
Ug(t) = 626)‘21e

A1t
& X(1) :P( cle/\ﬁ )

co€

(O

i3

En notant V1, V5 les colonnes de P, la solution générale de (E) sur R est donnée par :
VieR, X(t)= 1MV + cpe?2ts,

ol (c1, c2) € R2 En se plagant dans le repere (O; V7, Va),
1) A1 < 0et A2 < 0nceud propre stable O est un point attractif.
2) 0 < Aj et0 < A2 neeud propre instable O est un point répulsif
3) A1 < 0 < Ay col (instable)

28me cas : Deux valeurs propres complexes conjuguées
(A1,A2) € (C—R)?2 Onaalors \; = Mg = a + if3. La matrice A est diagonalisable dans M3 (C); il existe

P € GL2(C) telle qu’en notant D = ( /})1 ;) >, onait A = PDP~'. Notons V; + iV et V; — iV les colonnes
2

de P, elles sont indépendantes dans C, donc V7 et V5 sont indépendantes dans R.

o . , AV = aVi — BV,
A(Vi +iVa) = (a +iB) (V1 + iV3) donc { AV, = aVa + V3

Si ’on note Q la matrice de passage de la base canonique  la base (V7;V3), posons U(t) = Q!X Dans la
base (V1;V5) la matrice de I’endomorphisme ¢ 4 de matrice A dans la base canonique est donc la matrice B =

< g _aﬂ ), dans cette base le systeme devient donc U’ (t) = BU(t).

X' =AX & X' =QBQ'X
& QX' =BQ'Xx
& (Q'X) =B 'X
& U =BU

En posant W = ¢~ U on obtient W/ = —ae= U + e~ U’ = —ae U + e “*BU = (—al + B)W, on a donc

X' =AX & W’—(B _Oﬁ)w
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Nous allons résoudre ce systeme (S7) : W/ = ( g _Oﬁ > w.

[ cos(Bt) ) B ( — sin(pt) ) .
On remarque que les vecteurs 7} (t) = ( sin(Bt) et Th(t) = cos(Bt) sont solutions de (.S7), on peut alors
chercher une solution qui s’écrirait 7'(t) = A1 (¢)T1(¢) + A2(t)T2(t), un peu comme la variation de la constante en
dim 1. Toute fonction F' de R dans R2 dérivable s’écrit bien ainsi avec )\ et \y dérivables, il suffit de résoudre le
e _ (cos(Bt) — sin(ﬁt)) <)\1(t)> (Al(t)) B ( cos(ft) sin(ﬁt))
systeme linéaire : F'(t) = (sin(ﬁt) cos(Bt) Do) ,ona o)) = \Zsin(8t) cos(Bt) F(t).

W’:(O _ﬁ)W

3 0 MTy+ MT] + XTo + ATy = ( 0 F ) (MTh + A1)

6 0
N Th + NyTy = 0 car Ty et Tb sont solutions de (S7).

A =X, =0 carlamatrice constituée des colonnes T} T est inversible.

SRR

< )\ et Ay sont donc des constantes, notons-les C' et Cs.

Reprenons alors les différents éléments du calcul V' puis U puis X.

x-ax o wo = (ol o ) (6)

o v = (0 e ()

o C1 cos(ft) — Casin(ft)
& X(t) =e"Q < C1 sin(Bt) + Co cos(Bt) )

Les solutions dans la base (V; V2) s’écrivent donc

X(t) = e ((Cl cos(ft) — Co Siﬂ(&))‘fl + <Cl sin(5t) + Co cos(Bt))V&)

3*MC cas : A\; = Ay et A diagonalisable dans Mz (R)

4%me cas : \; = \g et A non diagonalisable dans My (RR).

14 Exponentielle de matrice

Dans cette partie, on note R™ les matrices colonnes M, 1 (R).

14.1 Intro

On cherche a résoudre le systtme Y’ = AY, ol A est une matrice constante, une idée est de chercher une
solution sous forme de série entiere c’est ainsi que I’on trouve I’exponentielle dans le cas de la résolution de 1’équation
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différentielle ¥’ = y. : Voyons I’idée ce qui suit manque de rigueur mais cela justifie ce que I’on va faire par la suite,
cherchons une solution de la forme Y (t) = >, C,t"
On peut espérer avoir y_, nCpt" 1 =AY Cpt"
On peut espérer avoir ) ., (n + 1)Cpi1t" = ) AC,t"
On peut espérer avoir Y, ((n+1)Cpy1 — AC,)t" =0
On peut espérer avoir (n + 1)Cy,+1 — AC,, = 0 pour tout n
1

On peut espérer avoir C), = %ACn_l = WA3CN_3 = mprn_g =...= %A”Co

On peut essayer de définir )~ %A”C’ot” et espérer obtenir les solutions de notre systeme.

14.2 Normes multiplicative sur les matrices

On rappelle I’inégalité de Cauchy Schwarz sur R".

n n n
Proposition 14.1 VX,V € R”, ()~ X;v;)* < O _ X)) _Y})
i=1 i=1 j=1

Définition 14.1 On définit la norme || - ||2 sur M, ,(R) par || M| =

Proposition 14.2 VM € M, ,(R),VN € My, (R), ||MN|2 < |M]2 || N2, on dit que le norme || - ||2 est sous
multiplicative.
Preuve :
p T
IMN|3 = D (MN)E; (1
i=1 j=1
p T q
= > YO MipNiy)? )
i=1j=1 k=1
p T q q
i=1j=1 k=1 1=1
p q T q
< QD MG N )
i=1 k=1 j=11=1
< MG NS (5)

14.3 CNS de convergences d’une suite de matrice

Comme M, (R) est de dimension finie, la notion de convergence ne dépend pas de la norme choisie.

Proposition 14.3 Soit (M},) une suite d’éléments de M,,(R), et L € M,,(R) les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1) La suite (M) converge vers L.

2) Pourtouti,j € {1,2,...,n} fixés la suite de réels ((Mk)ivj)keN converge vers L;. ;.

3) Pour tout X,Y € M,, 1(R) fixés, la suite de réels (X' MY ) converge vers X LY.

dans ce cas on a donc pour tout ¢, j : limy ((Mk)”) = (lim;C (My) ) o
N ’ ~—— 2

suite de réels suite de matrices
et pour toute matrice colonne X, Y : lim, X'M*Y = X*lim, (My) Y
N—— ~——

suite de réels suite de matrices

Preuve : Le deuxi¢me point est équivalent & la convergence pour la norme définie par || M || = max {|M; ;| € R/i,j € {1,2,...,n}}.
Les deux premiers points sont donc équivalent.

)=3) XPMY = 370 300 Xa(My)i Yy = Y00 25—y XiY(My)i j qui n’est autre que la somme de n” suites conver-
gentes.
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3)=-2) 1l suffit de prendre X avec des 0 partout sauf sur la ieme ligne avec un 1 et Y avec des O partout sauf sur la jeme ligne
avec un 1, dans ce casona X' MY = (My);,;, c’est a dire I’élément de la ligne ¢ de la colonne j de la matrice Mj..
Soit L la limite de la suite de matrices (Mp,),

[ X'LY = X'MY| = [ XYL — Mp)Y| = | X(L = Mp)Y |2 < [IX*[l2)l L = M]l2]| Y2

Or lim || L — Mj||5 = 0, donc lim | X*LY — X*M,Y| = 0 donc lim X' MY = X'LY

Proposition 14.4 Une série de matrices » , M}, converge si et seulement si pour toutes matrices colonnes X,Y la
série numérique de terme général X' MY est convergente.

Preuve : Il s’agit juste d’appliquer la proposition précédente a la suite des sommes partielles de la série.

14.4 Définition de I’exponentielle de matrice

Définition 14.2 Soit M une matrice carrée, la série de matrices ) i %M k est convergente, on note eM sa somme.

Preuve : Soit X et Y des matrices colonnes |Xt SMEY | < | X |2/l 5 M [2]Y||2 par sous multiplicativité de la norme || - [|s.

uis par la définition d’une norme ,M *||y = L||MF||2, enfin en réitérant la sous multiplicativité on obtient ||M*||o < || M |5
p p k! k p 2

Finalement | X' 5 M*Y| < [ X2 M|5]Y |2 qui est le terme général d’une série convergente en effet c’est a une constante
(IX*|2/lY[]2) pres le terme général de I'exponentiel réel en ||[M||2 € R. D’aprés la proposition 14.3 la série de matrices
> 71 M* est donc convergente.

14.5 Dérivée de t — M

Remarque 14.1 Pour une fonction F' de R dans R™ on peut définir la dérivabilité de F' par la dérivabilité des n
composantes et la dérivée de F en un point a par F'(a) = (F{(a), Fj(a), ... F}(a)). Par exemple si F(t) = (t?, cost)
alors F'(t) = (2t,—sint). De méme pour une fonction F' de R dans M,,(R), on peut définir la dérivée de F en a
par la matrice dont le coefficient a la ligne ¢ et la colonne j est la dérivée du coefficient a la ligne ¢ et la colonne j de

2 e . , 2t 2%
F(t) ainsi si F(t) = (t3 sin t) alors F' est dérivable et F'(t) = (3t2 o8 t>

Proposition 14.5 Soit F' : R — M,,(R), les propositions suivantes sont équivalentes :

1) La fonction F' est dérivable en a.
2) Pour tout X, Y € M,, 1(R), la fonction X*FY : R — R est dérivable en a.
Et dans ce cas pour tout X, Y € M, 1(R),ona (X'FY) (a) = X' F'(a) Y €R.
’ N—— ——

Proposition 14.6 Soit M une matrice carrée la fonction F' : R — M,,(R) définie par F(t) = e"™ est dérivable de
dérivée F'(t) = Me'M = &M M
Preuve : Soit X et Y des matrices colonnes, définissons la fonction f : R — R par f(¢) = X'F(¢)Y on a donc
=X i Lpeart )y = i lththY)
B k! B k!
k=0 k=0

qui est une série entiere de rayon de convergence infini car | t* X M*Y| < Lt*[| X2 [[M |5 ||Y]|2 f est donc une fonction
dérivable de dérivée f'(t) = > o2 (£t* 1 X M*Y) donc

/ o k—1 vyt k—1 _ s _ t 48 s _ t _tM
f(t)z<(k_1)!t XM (MY)) Z( tXM(MY)) = X <ZS!tM>(MY) Xte™M(MY)
k=1 5=0 14.3 5=0
o0 o0 o0 1
k—1 k—1 s t s o t t s 5 o t tM
kzl( t X'MM Y) Z{)( t5(M'X MY)f(MX) (ZO tM)YXMe Y
— 5= 14.3 s
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14.6 Solutions des systemes Y’ = AY

Proposition 14.7 Soit F' : R — M, (R), et G : R — M,, 1(R) deux fonctions dérivables en a alors leur produit est

dérivable et
(FG)'(a) = F'(a)G(a) + F(a)G'(a)

Preuve : (FG)i(z) = >i_, Fi jG;(x), (FG); : R — R est donc une fonction dérivable en a comme somme de produit de
fonctions dérivables en a et (FG)j(a) = Y°7_, F] ;(a)Gj(a) + Fi j(a)G(a) = X0, F{ ;(a)Gj(a) + 3o, Fiu(a)Gi(a) =
(F'(a)G(a))i + (F(a)G(a));

Proposition 14.8 Soit M € M,,(R), t,t1,t2 € R, on al’égalité :

ethetQM — e(t1+t2)M

En particulier e est inversible et e!Me M = M = |
Preuve : Posons F'(t) = eMe ™M F'(t) = MeMetM + e!Me=tM(_\[), or M et '™ commutent d’apres la proposition
14.6, donc F'(t) = 0 donc F est constante sur R et F(0) = I donc pour tout T € R, e!Me=tM =
Posons G(t) = etit)Me=t1Me—tM comme précédemment ona G’ (t) = Meltitt)Me—tiMe—tM 4 o(titt)Me—t1 Me—tM(_ \r)
donc G’ = 0 donc G est une fonction constante sur R et G(—t;) = I, donc (1 t9)Me—t1Me—tM _ T
Théoréme 14.1 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, les solutions du systeme (E) : Y' = AY d’inconnue
Y : R — R" forment un espace vectoriel de dimension n, ce sont les fonctions t — e*4C oti C' est une matrice
colonne quelconque.

Preuve : Soit C' € R™, I’application F' : R — R™ définie par F(t) = e!C est dérivable de dérivée F'(t) = Ae!AC,
F est donc solution du systeme différentielle (F). Soit G : R — R", posons pour tout ¢t € R, H(t) = etde tG(t) et
U(t) = e *AG(t), donc H(t) = e!AU(t). On peut alors dériver G'(t) = Ae!AU(t) + e!AU’(t). G est solution de (E) si et
seulement si pour tout ¢ € R, Ae!AU (t) +e!AU’(t) = AetAU(¢) si et seulement si pour tout ¢t € R, e*AU’(t) = 0 si et seulement
si pour tout t € R, U’(t) = 0, on a donc montré que les seules solutions de (E) sont les fonctions de la forme F(t) = *4C ou
C est une matrice colonne quelconque. On vérifie facilement que la somme de deux solutions de E est encore une solution de
(E), que pour tout A € R, et F' une solution de (E), AF" est encore une solution de (E), et 0 est solution de (E) donc ’ensemble
des solution S forment un espace vectoriel. On vérifie tres simplement que 1’application

d: R* — S
C — etiC

est un isomorphisme d’espace vectoriel, donc S est de dimension 7.

14.7 Solutions des systemes Y' = AY + B

Théoreme 14.2 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, I un intervalle B : I — R™ une fonction continue les solutions
du systéme (E) : Y/ = AY + B d’inconnue

t
Y : R — R" forment un espace affine de dimension n, ce sont les fonctions t — ' / e "B (u) du qui s’écrivent
aussi e*C' + ft’; e*“AB(u) du ou C est une matrice colonne constante quelconque et tg € 1.

Preuve : Soit G : R — R", posons pour tout t € R, H(t) = e*4e "G (t) et U(t) = e *AG(t), donc H(t) = e!AU(t). On peut
alors dériver G'(t) = Ae!AU(t) + e AU’ (t). G est solution de (E) si et seulement si pour tout ¢ € I, Ae*AU(t) + et AU’ (t) =
AetAU (t) + B(t) si et seulement si pour tout t € I, e*AU’(t) = B(t) si et seulement si pour tout t € R, U'(t) = e *4 B(t),
si et seulement si pour tout t € R, U(t) = [ "e=u4B(u) du on a donc montré que les seules solutions de (E) sont les fonctions
de la forme F(t) = et4C + ftz e “4B(u)du ot C est une matrice colonne quelconque et to € I. C’est a dire les fonctions
qui s’écrive comme une solution particuliere de E ( f; e "4 B(u) du) et la solution générale de 1’équation sans second membre
Y’ = AY : e*AC o C est une matrice colonne quelconque.

14.8 Calcul de ’exponentielle d’une matrice diagonalisable.
14.9 Calcul de ’exponentielle d’une matrice 2x2 diagonalisable dans C.

. A A
Soit A = ( o
A Ag
strictement positif égal au carré du module des deux valeurs propres et sa trace est réelle égale a deux fois la partie

> une matrice ayant deux valeurs propres complexes conjuguées, son déterminant est donc
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15. COMPLEMENTS DE TOPOLOGIE A Mizrahi

réelle des valeurs propres, on peut alors la décomposer comme la somme d’une constante fois I’identité et d’une
matrice de trace nulle.

_A11+A22 <1 0> w Ao . <b C)_
S VRSV R e Rl S S VYA

B n’est pas diagonalisable dans R sinon A le serais aussi et donc son déterminant —b? — cd est strictement positif,
donc b2 + cd < 0 posons b? + cd = —w?.

b ¢\ (b ¢ b’ + cd 0 ) (—w2 0 >
2 _ _ _ 2
On a alors B _<d —b) (d —b>_( 0 ied) "\ 0 —w?) T w4l

On a donc et = e!®7e!B car T et B commutent et dans ce cas on peut montrer que I’exponentielle de la somme
est égale au produit des exponentielles.

et = (i;(aﬂ)k> <§1!(t3)k) (6)

k=0 0

= (Z ;<at>kf> (Z S B+ Y G <tB>2’f+1> @
k=0 k=0 k=0

= (1) (kzzo (;k)!(—w?t%)’“ + kzzo e i o Bt%“(—w?I)’“) (®)
. 00 wt) 2k 0 w2k 1

= (e*) <cos(wt)[ + CT}sm(uﬂE)B) (10)

15 Compléments de topologie
15.1 Théoreme de Heine
Définition 15.1 On dit que f est uniformément continue lorsque :
Ve > 0,dn > O,V(x’,x") e X2, (dE (a:',;v") <n=dp (f (x') , f (;v")) < 5) .

Proposition 15.1 Si f est uniformément continue sur X, alors f est continue sur X.

f : X — F est uniformément continue sur X
Si{ ¢g:Y — @ est uniformément continue sur Y , alors g o f est uniformément continue sur X.

f(X)cYy

Théoréme 15.1 Soient X € P(E), F' un R-espace vectoriel normé, f : X — F' une application.
Si X est compacte et si f est continue, alors f est uniformément continue.

15.2 Complétude

Soient (£, ||||.) , un espace vectoriel, d la distance associée a ||.||.
Une suite (uy,),,cy dans £ est dite de Cauchy si et seulement si :

p=N

(>N = d (up, uq) <5).

Ve > 0,3IN € N,V¥(p, q) € N?, ({
qui est équivalente a :

Ve >0,3N € N,V(p,r) €N27 (p 2 N = d(upsr,up) <€)
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16. THEOREME DU POINT FIXE A Mizrahi

Proposition 15.2 Toute suite de Cauchy dans E est bornée.
Toute suite convergente dans F est de Cauchy.

Définition 15.2 On dit qu’une partie A de F est compléte lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de A converge
dans A.

On dit que E est complet si et seulement si E est une partie compléte de F.

On appelle espace de Banach tout R-espace vectoriel normé complet.

Proposition 15.3 Soit V; et N deux normes équivalentes sur F, on a (E, N1) est complet si et seulement si (E, No)
est complet.

Proposition 15.4 Toute partie compleéte X de E est fermée.

Proposition 15.5 Soient X, Y deux parties de F telles que X C Y ; si Y est complete et X fermée, alors X est
complete.

Proposition 15.6 Si E est un espace de Banach, on a, pour toute partie X de E :
X fermée <= X complete.

Proposition 15.7 Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé est complete.

Proposition 15.8 Soient X € P(E),a € X, F un R-espace vectoriel normé complet, f : X — F une application.
Pour que f admette une limite finie en a, il faut et il suffit que :
Ve > 0,3V € Vg(a),V(2/,2") € X2, ((2,2") e V2= dp (f ('), f (2")) <e).

Proposition 15.9 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

16 Théoreme du point fixe
Soient F' € P(E), f : F — F une application.

Définition 16.1 e 1z est un point fixe de f si et seulement si f(x) = .
e [ est contractante si et seulement s’il existe k£ € [0;1 [ tel que :

V(z,y) € F?, d(f(2), f(y)) < kd(z,y).

Proposition 16.1 Si F' est complet et si f est contractante, alors f admet un unique point fixe, et, pour tout a de F,
ug = a

la suite (uy, ),,cy définie par { Wn € N,y = f (un)

converge vers le point fixe de f.
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